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Die Singularitäten der Lissajous'sclien Stimm- 

gabelcnryen. 

Thomas Young war der erste, der — im Jahre 
1800 — auf die eleganten und mannichfaltigen Figuren, 
welche jetzt allgemein unter dem Namen „Lissajous'sche^ 
Stimmgabelcurven bekannt sind, aufmerksam machte ; doch 
ebenso wenig er als Wheatstone, der 1827 sein Ealei- 
dophon construirte, hoben die ausgedehnte physikalische 
Yerwerthbarkeit dieser Curven genügend hervor. Erst 
Lissajous zeigte 1857 in seiner Abhandlung ,,8ur T^tude 
optique des mouvements yibratoires", wie der blose An- 
blick einer solchen Curve genügt, um das Intervall der 
schwingenden und die Curve erzeugenden Stimmgabeln, ja 
sogar, was das Ohr in keinem Fall zu leisten im Stande 
ist, ihre Phasendifferenz, ferner das Yerhältniss ihrer Yibra- 
tionsintensitäten, und den Winkel ihrer Schwingungsebenen 
zu erkennen. Die Möglichkeit, zwei Stinungabeln mit fast 
absoluter Genauigkeit gleich zu stimmen ^ ist die unmittel- 
bare Consequenz dieser Ersetzung einer akustischen That- 
sache durch ein optisches Phänomen. 

Zur Zeichnung dieser Curven benützte Lissajous 
eine Methode, die sich von selbst darbietet, wenn man von 
der gewohnlichen elementaren Darstellung der Pendelbe- 
wegung ausgeht, und die. auch hinreichend bequem ist zur 
Zeichnung einzelner Curven. Wenn es allerdings darauf 
ankommt, viele verschiedene Figuren etwa zu Tabellen zn 
zeichnQp, reicht dieselbe nicht aus. Daher hat Melde 
eine andere Methode angegeben, welche gestattet, mit den 
nämlichen zwei Schablonen, die man in der einfachsten 
Weise herstellen kann, die verschiedenen Curven für alle 
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möglichen Intei*valle und für alle möglichen Winkel der 
beiden Scbwingungsrichtungen, jedoch bei einer in gewisser 
Weise begrenzten Variabilität der Phasendifferenzen zu 
construiren. Man findet diese Methode angegeben in 
Melde, „die Lehre von den Schwingungscurven**, Cap. II. 
p. 86. Da sie weiter kein Interesse für uns hat, wollen 
wir uns mit dieser Andeutung begnügen. 

Melde hat in der eben citirten Abhandlung die ma- 
thematischen^Eigenschaften der Schwingungscurven zu phy- 
sikalischen Zwecken ausgebeutet, und nebenbei auch manche 
rein mathematischen Sätze gewonnen. Doch sind sie ihm 
zumeist nur Mittel zum Zweck. Ich habe daher auf An- 
rathen meines hochverehrten Lehrers, des Herrn Professor 
Klein, dem ich überhaupt für seinen gütigen Beistand zu 
höchstem Dank verpflichtet bin, versucht, die Schwingungs- 
curven, welche aus der Combination zweier Pondelbeweg- 
ungen in der Ebene resultiren, als Object an sich im Sinne 
der projectivischen Geometrie zu studiren, und zunächst 
ihre Singularitäten zu entwickeln. Dem entsprechend wol- 
len wir; da die zu betrachtenden Eigenschaften durch Pro- 
jection sich nicht ändern , einen möglichst bequemen Fall 
zur Untersuchung wählen, nämlich den Fall, wo zwei Pen- 
delbewegungen zu einander rechtwinklig und mit gleicher 
Intensität stattfinden. Alle anderen Fälle erhalten wir 
durch einfache Projection aus diesem. 

Unserer Voraussetzung gemäss sind dann die Coor- 
dinaten eines Curvenpunktes ausgedrückt durch einen Pa- 
rameter t 

X = sin (at + /J) ...... ) .. 

y = sin (/Jt + cJ) > ^ ^' 

Nämlich wenn T^ und T2 die Schwingungsdauer der 
bezüglichen Pendelbewegungen bedeutet und tj un4 t, die 
2ieiten sind, zu denen die Bewegungen resp. den Kreii^ungs- 
und Halbirungspunkt der beiden gleichen senkrechten 
Schwingungöslrecken passiren, so hat unter Aiiiiabme die- 
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ser Geraden als Coordinatenaxeu der resultirende Curvcn- 
punkt die Coordinaten — ausgedrückt durch die Zeit t als 
Parameter — 

X = sm -> — 1= -i/ 

^ > (2) 

• 27r (t - tg) 
y = sin — \^ "^ 

Die Gleichungen (2) sind von derselben Form wie die 
Gleichungen (1); wir haben nur 

27r „ 27r ti 

^ = fr ^ = "-Tr 

2n . 27P t2 

zu setzen, um sie mit denselben in yöUige Ucbcreinstim- 
mung zu bringen. 

Es ist demnach, wenn wir die physikalische Bedeutung 
unserer Comstanten in's Auge fassen, a und y umge- 
kehrt proportional der bezüglichen Schwing- 
ungsdauer^ und ß und d hängen mit dem Phasenun- 
terschied in der Weise zusammen, dass Tiß — 12^ 
ihm direct proportional ist; für einen gegebenen 
Phasenunterschied können wir daher entweder ß oder d 
willkürlich annehmen ; z. B. /} = ; dann ist d selbst dem 
Phasenunterschied proportional. 

Object unserer Betrachtung ist also die Curve^ deren 
laufende Coordinaten sich aus den Gleichungen 

X = sin (at + ß) 
y = sin (yt -t- d) 
ergeben. 

Prägen wir: wann werden diese Gleichungen 
eine geschlossene Curve darstellen? Offenbar 
dann, wenn bei wachsendem t at und yt zugleich Yiclfacho 
von 271 werden können. Denn dann nehmen beide Coor- 
dinaten zugleich ihre, alten Werthe wieder an. Diese For- 
derung spricht aber aus, dass a und y commensurabel 
sein müssen, d. h. dass 
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o = n Ol ^ 

/J = m«, 
wo n und m als relative Primzahlen vorausgesetzt werden 
dürfen; nehmen wir in diesem Fall cot als neuen Para- 
meter an, so können wir unsere Gleichungen auch so 
schreiben 

.g\ (a) 3c = sin (nt + ß) 

^ ^ ' • • • (b) y = ain (mt + d) 

Setzen wir nun /J = 0, so können wir auf Grund der 
Bedeutung von d die Werthe angeben, welche d anneh- 
men muss, dainit sich die Curve repetirt. d ist nämlich 
der aresin y für einen der Schnittpunkte der Curve mit 
der Y-Axe; welchen von den 2n Schnittpunkten wir aber 
wählen, ist ganz gleichgültig für die Gestalt und Lage dqr 
Curve; denn wenn wir einen anderen Schnittpunkt wählen, 
so ist dies nur soviel, als ob wir den Punkt, der die Curve 
durchläuft, an einer anderen Stelle seine Bewegung 'be- 
ginnen lassen. 

Für die Schnittpunkte mit der Y-Axe ist aber 

X = sin nt = 0, d. h. 

' n' n n 

und durch Substitution dieses Werthes Von t in (3 b.) er- 
halten wir für den gesuchten arcsin y 

m kTT , • 
n 

wo k eine beliebige ganze Zahl ist« 

Dieser Werth für das ursprüngliche d eingesetzt liefert 
also eine mit der ursprünglichen Curve identische Curve. 
Lassen wir k «eine Werthe durchlaufen, und werfen dabei 
die allenfalls entstehenden Summanden 2n^ 47r, . . . 2s7r . . . 
als überflüssig weg, so ergeben sich als die Werthe 
um welche sich d ändern darf, wenn sich die 
Curve repetiten soll, indem wir zugleich n > m vor- 
aussetzen ; 

1) für m ungerade die 2n — 1 Werthe 
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n 2n 2n — 1 



n n n 



2Xfür m gerade die n — 1 Werthe 

27r An 2a — 2 



-^— % • • • . ————— TT. 

n n ' n 



Im zweiten Fall haben wir deshalb nur n — 1 Werthe, 
weil hier die Schnittpunkte mit der Y-Axe lauter Doppel- 
punkte sind (cf. unten §. 4). 

Von den Eigenschaften der Lissajous-Curven he- 
ben wir hier nur noch folgende als die auffallendsten hervor. 

Da die sin - Function nur zwischen + 1 und — 1 — 
für (reelle Argumente) schwanken kann, so kann sich die 
Curve mit ihren reellen Aesten nicht über das 
Quadrat hinaus erstrecken, dcsse.n Seiten pa- 
rallel zu den Axen und im Abstand 1 vom An- 
fangspunkt gslegen sind. 

Pe?ner wollen wir hier die auf die Symmetrieverhält- 
nisse der Curven bezüglichen Eigenschaften anführen, die 
sich aus der in §. 3 aufgestellten Curvengleichung ohne 
Schwierigkeit ergeben. Die Curve ist nämlich für den Fall 
n ungerade, m gerade symmetrisch in Bezug auf die 
Y-Axe, für den Fall n gerade, m ungerade symmetrisch 
in Bezug auf die X-Axe, für den Fall n und m un- 
gerade ist sie eine Mittelpunktscurve mit dem An- 
fangspunkt als Centrum. 

§. 2. 

Wir gehen dazu über, die Ordnung der Curve 
zu bestimmen, und werden zu dem Zweck die laufenden 
Coordinaten, die wir bisher transscendent durch einen Pa- 
rameter dargestellt haben, rational durch einen Pa- 
rameter darstellen. 

Es ist nämlich nach den Gleichungen, die den Zusam- 
menhang zwischen den trigonometrischen und Exponential- 
functionen ausdrücken: 

co8nt = 4(e"« + ^)_= 4(>+-ls) 
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wobei wir e^^ = k gesetzt haben; nach Substitution dieser 
und der entsprechenden Ausdrücke für cos mt und sin mt 
in die Gleichungen (3) des §. 1 erhalten wir 

X = C08 /» -|j-(A" - -},) + Sin ß i-(A» + -],) 



oder 

. . . . X 



)- = H o"'" - st) 

Hier haben wir nun in höchst einfacher Weise die 
Curve rational durch einen Parameter l dargestellt, wobei 

X = cos t + i sin t. . ^ 

Wenn wir die Gleichung (1) homogen machen, so kön- 
nen wir ^ mit Benutzung eines Proportionalitätsfactor q also 
schreiben : 

^x = ai«" ^ — [i^^ 

a 

QZ = 2i X^ f*n 

worin a = e/*^ b = e*^ zu setzen ist» 

Zugleich halten wir die im §. 1 gemachte Voraussetz- 
ung: n > m auch hier und im Folgenden stets fest. 

Verbinden wir mit (2) die Gleichung einer Geraden 

ux + vy + WZ = 0, 
so ergibt sich zur Bestimmung des den Schnittpunkten zu- 
gehörigen Verhältnisses l : fi eine Gleichung vom 2n . 
Grade. 

Folglich ist die Curve von der 2n . Ordnung. 

Die Ordnung ist also nur von n als der grösseren un- 
ter den zwei Zahlen n und m abhängig. 
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Diese Curye 2n • Ordnung kann aber unter 
Umständen in eine doppelt zählende Curvc n . 
Ordnung ansärten. 

Wir überzeugen uns davon auf Grund mechanischer 
Anschauungen; die Ausartung der Curve findet offenbar 
dann statt, wenn der sich bewegende Punkt, welcher die 
Curve beschreibt, dieselbe doppelt durchläuft; und dies kann 
nur dadurch geschehen, dass er in einem Punkte umkehrt 
und seinen früheren Weg rückläufig passirt. Denn für 
eine Curve, die doppelt und in gleichem Sinne durchlaufen 
würde, wären n und m keine relativen Primzahlen mehr,' 
es wären in diesem Fall die laufenden Coordinaton 

X = sin (2n't + ß) 
y = sin (2m't + d) 

wo nun n' und m' relative Primzahlen wären. 

Als Bedingung für die Ausartung erhalten wir somit 

die, dass die Geschwindigkeit des Punktes werden muss, 

dv 
d. h. ^ = 0, was die zwei gleichzeitigen Bedingungen 

involvirt 

^ = und ^I = 0. 
dt dt 

Es ist nun 

dx dv 

■=- = n cos (nt + ßh ^ = m cos (mt -f d)- 

Unsere Bedingungsgleichungen ergeben demnach 

nt + ß Z= ~ + TTT 
mt + d = ^ + STT, 

daraus durch Elimination von t 

nd — mjö^ = (n — ™) ;2' — ^^ ~ ^'"^ ^ 

oder wenn wir /J = o setzen 

n — m TT (sn — rm) n 
n 2 u 



-lo- 
ci, h. für den Fall: n und m ungerade 

, n 271 

' n n 



und für den Fall: n oder m gerade 

n .Stt OTT 
2n' 2n' 2n 



/t — '* 

O TT-^ S — » ft~ » . . . . 



Bezfiglich dieser ausgearteten Curven ist zu bemerken, 
dass bei der mechanischen Bewegung unseres erzeugenden 
Functes nur die Curvenpuncte in Evidenz treten, welche 
innerhalb des der Curve umschriebenen Quadrats liegen, 
während der Curvengleichung, wie wir sie durch Eliminar 
tion des Parameters herstellen werden, noch eine continuir- 
liche Reihe reeller Werthepaare genügt, die sich bis in's 
Unendliche fortsetzt, wie wir es in dem Fall n = 5 m = 3 
für /J = 0, d = in der Figur 1 andeuten: Der Ast, 
der sich in^s Unendliche erstreckt, entspricht natürlich 
imaginären Werthen von t. 

§. 3. 

Um die Elimination des Parameters und da- 
mit die Herstellung der Gleichung der Curve in 
Cartesischen Coordinaten zu bewerkstelligen, be- 
nützen wir eines der gewohnlichen Eliminationsverfahron. 

Wir bedienen uns der Gleichungen (1) des §. 2, 
schreiben sie in folgender Gestalt 

a2i2n _ 2aixA» — 1 = o 
b^X^ — 2biyX«"-"> — X*n-2m = 
und wenden das Bezou tische- abgekürzte Eliminations- 
verfahren an, wodurch wir eine 2n.reihige Determinante 
gleich Null gesetzt erhalten, die folgendermassen beschaf- 
fen ist: 

In der m^" Diagonalreihe enthält sie m Glieder 
= — 2a2biy. 

In der 2m*«'» Diagonalreihe 2m. Glieder == — a^. 

In der n'«« Diagonalreihe nGlieder = 2ab2ix. 

In der (n -}- m)*«" Diagonalreihe n-m Glieder = — 4ab^ixy. 
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In der 2a*®" Diagonalreihe 2n Glieder z^ b^. 

In der (n + 2m)t®" Diagonalreihe 2ra-n Glieder 
= + 2aix. 

In der (2n + m)*«'* Diagonalreihe 2n-m Glieder 
= — 2biy. 

In der (2n + 2m)*«" Diagonalreihe 2n-m Glieder = — 1. 

Alle anderen Glieder sind gleich Null. 

Zum Verständniss dieser Determinante ist eine nähere 
Erläuterung nothwendig. Das Charakteristische an ihr ist, 
dass sie nach Diagonalreihen geschichtet ist , d. h. jede 
Diagonalreihe für sich enthält lauter gleiche Glieder, mit 
Ausnahme von zweien ^nemlich der (n + m)*«" und der 
(n + 2m)'«", welche nur in der Mitte von einer Anzahl 
werthiger Glieder besetzt, dagegen rechts und links 
symmetrisch mit Nullen ausgefüllt sind. Dabei nehmen die 
Glieder der (h -f 2m)'«" Diagonalreihe auch noch bezüglich 
des Vorzeichens eine Ausnahmestellung ein. Während nem- 
lich die übrigen Glieder festes Vorzeichen haben, schwankt 
das Vorzeichen dieser Glieder, und zwar ist es immer iden- 
tisch mit dem Vorzeichen der Zahl 2m— n. Ferner ist zu 
bemerken, dass die 2m*« und (n + 2m)*« Diagonalreihe eine 
willkürliche Stelle einnehmen; denn je nach den Werthen 
für n und m kann -die 2m*« zwischen der m*«" und 
(n + m)*«", und die (n + 2m)*« zwischen der (n + m)*«" 
und (2n + m)*«" schwanken. 

Wenn man diese Determinante entwickelt, erhält man 
folgende Gleichung für die allgemeine Lissajouscurve — 
die vorläufig noch Imaginäres enthält — : 

(_l)u-m , (2i)2nA3na2'"b2"y2n + . . . + 

+ (— l)"-»"(2i)2"-2rA2n-2ia2"»b2"y2n-2r + . , . 
. . . + (2i)2n»B2ina2™b2"x2'" 4- . 1 . + 

+ (2i)2m~2rB2in-2ra2"*f^x2'"-2? + . . . 

+ (21)" + "» |(-l)"+"»-ia™b»"-a3"»b4Cn,n,y"x™ + • . . 

+ (2i)" + m - 2(r + s) j (_ l)n + m- lamb3n_ a3n'b"lCn- 2r,m-2sy^-' 

^ + . . . + (~l)"(b«"— a«™)2 = 0. 
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Dabei ist zu bemerken, dass für die geraden Potenzen 
von y r die positiven ganzen Zahlen 

0, 1, 2, . ; . • , n— 1 

durchläuft; für die geraden Potenzen von x durchläuft r 
die Zahlen 

0, 1, 2, • • • • , m — 1, 

und für die Glieder, welche x und y zugleich enthalten 
muss man 3 Fälle unterscheiden: 

1) für n und m ungerade wächst r und s bi^ — s— resp. — s— 

2) für n ungerade und m gerade wächst 

j !_• n— 1 m 

-r und 8 bis — ^ resp. -ö 

3) für n gerade und m ungerade wächst 

1 , . n m — 1 

r und s bis -2" resp. —^ 

Die Coefficienten A, B, C haben folgende Bedeutung: 

Agil = 1 

A2n-2r = — (2n— r— l)(r-i) 

Ferner iat ganz analog 

B2m = 1 
B2m-2r = — (2m-r — l)(r-l) 

Die Zahlencoefficienten C habe ich nur für den Fall 
m = 1 berechnet; in diesem speciellen Fall sind es fol- 
gende : 

C„,i = 1 

Cn-2r,l = —(n- r — l)(r-l) 

r 

Die Coefficienten C zeigen offenbar nicht zu verken- 
nende Analogieen mit den Coefficienten A und B. Es ist 
daher zu vermuthen, dass die allgemeinen Coefficienten C 
^ucb diese Analogie aufweisen, Pei-durch geleitet habe ich 
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für die allgemeinen Coefficienten C folgende "Werthe auf- 
gestellt und durch Versuche in speciellen Fällen als richtig 
befunden : 

C„-2r,in-2s = -7-(n—r—l)(r-i)—(ni-S— 1)^8-1) 

r s 

wobei — (n-r-l)r_i für r =: o die Einheit bedeutet, 
ebenso — (m-s- l)»-! für s = o. 

8 

Man ersieht aus dieser Formel sofort, dass die Coeffi- 
cienten folgende Relation eingehen: 

Cp-2r,m— 28 = Cn— 2r,m • Cn^m— 28» 

Will man demnach für einen speciellen Fall eine Ta- 
belle entwerfen, in der z. B. die Ilorizontalreihen nach dem 
1. die V'eiiikalreihen nach dem 2. Index geordnet sind, so 
hat man nur die Coefficienten, die in der ersten Hori- 
zontal- und in der ersten Verticalreihe stehen, zu be- 
rechnen, die übrigen erhält man durch die entsprechende 
Multiplication. 

Der Weg, auf dem ich die Ableitung der Constanten 
ausführte, war ein wesentlich inductorischer; die Berech- 
nung der allgemeinen Zahlencoefficienten C aber auf die- 
sem Wege unterliess ich, da sie ganz unverhältnissmässig 
grosse und weitschweifige Rechnungen erfordert hätten. 
Die Ableitung der Coefficienten A und B dagegen und 
der Coefficienten C für den Fall m = 1 wurde wesentlich 
erleichtert durch das wiederholte Auftreten von Deter- 
minanten, welche die Form hatten: 

-by -1 

1)2 — by -1 



b* -by -1 



-b 



ba-l 



by 



eine symmetrische Determinante, zu deren Entwickelung 
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ich mir, indem ich sie mit Gn bezeichnete, die Recursions- 
gleichung bildete 

Gtn+i = - by Gn + b2G„-i, 

aus der ich die directe Entwickelung für Gn erhielt: 

Gn = (-b)n|(n)o r + (n— l)i 7""' + • • • 
+ (n-r)r y"-«' + • .}i 
wobei das letzte Glied den Exponenten 1 oder hat, je 
nachdem n ungerade oder -gerade ist. 

Die Gleichung unserer Curve, sowie wir sie jetzt dar- 
gestellt haben, enthält imaginäre Grossen; diese wollen wir 
nun wegschafiPen. 

Dabei setzen wir der Einfachheit halber /J = 0, d. h. 

a = ei*^ = 1 fest, so dass die Gleichung nur noch das d 
enthält. 

Wir schreiben nun die Gleichung in der kanonischen 
Form, addiren die Quadrate der beiden reellen Bestand- 
theile, und ziehen die Quadratwurzel. Diese muss sich 
ziehen lassen, denn wir wissen bereits, dass die Curve von 
der 2n . Ordnung ist, während der Ausdruck unter der 
Wurzel vom 4n . Grade ist. 

Wenn wir diese Operation ausführen, so finden wir 
als definitives Resultat folgende Glieder: 

Absolutes Glied: (—1)"-^ sin^ nd. 

Die geraden Potenzen von y, von y*^" an bis y^: 

rzrn— 1 
S (-l)Tn+r 22n-2r-2 A2n-2ry«»-2r. 

Die geraden Potenzen von x, vonx^" an bisx^: 

r=m— 1 
S (— l)m+r 2«m-»r-» Bim-ir X«°>-«'. 

Die gemischten Glieder, d. h. diejenigen, welche 
Potenzen von x und y zugleich enthalten, von y"x™ an 
bis y^x^ resp. y^^, resp. y^x^, je nachdem n oder m oder 
beide ungerade sind. 

Wir werden beim Anschreiben dieser Glieder 2 Fälle 
unterscheiden müssen, und uns dabei der geraden Potenzen 
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der imaginären Einheit i zur präcisen Angabe der Vor- 
zeichen bedienen: 

1. Fall: 

n und m ungerade: 

n— 1 g_ na— 1 
2 2 

S S . -i«+P . C«; ^ . 2«+?-l . cos n d . y« xß, 

r=50 8=0 

2. Fall: 

n oder m gerade: 

2 12 

resp. s=/re8p. 
in-l I m 



2 (2 

S S -i«+?-l . Ca, ß . 2«+/»-l . sin nd . yx? 

r=0 8=0 

la = n — 2r 
^^^'^ j/J = m - 2s 

Die Gleichung für die ausgearteten Lissa- 
jous-Curven gewinnen wir aus der Bemerkung, dass 
die Gurvengleichung nach Substitution des entsprechenden 
Werthes von d ein yoUstandiges Quadrat ist und die Wur- 
zel sich ziehen lässt; thun wir das, so erhalten wir fol- 
gende Gleichung für den Fall: n oder m gerade: 

= 2 (-l)r 2"-«'-' — (n-r— l)r-i y""*' 
r r 

n— m+l 

+ (- 1) ^ :^(-l)s 2™-2«-i7 (m-s-l)8-i x«'-»« 

8 ° 

für den Fall n und m ungerade ist dem zweiten Glied 

n— m+l n— m4-2 

■ ■ 1,1, ■ ,1 t^- 1 >i* ■ ^M— ^— ^ 

statt ( — 1) * der Factor (— 1) ^ "vorauszusetzen. 

Man kann aber auch, nur ausgehend von den Coeffi- 
cienten A und B der ursprünglichen Gleichung als berech- 
neten Grössen, sowohl die Coefficienten der ausgearteten 
Curvcn, als auch die Coefficienten C der ursprünglichen 
Curve berechnen. . • 
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Nämlich nach Substitution des entsprechenden Werthes 
von d in die Curvengleichung haben für jeden Fall der 
Combinationen von n und m die gemischten Potenzen 
y"x»" etc. statt sin nd resp. cos nd den Factor 1, und man 
überzeugt eich sofort davon, dass diese Glieder nur dop- 
pelte Producte des quadratischen Ausdrucks sein können^ 
aus dem die Wurzel zu ziehen- ist, und- zwar aus dem 
Grunde, weil entweder der Exponent von x oder von y 
oder gar von beiden ungerade ist. Dagegen können sich 
die geraden Potenzen von y und x sowohl aus Quadraten 
als aus doppelten Producten zusammensetzen. Aus diesen 
Bemerkungen folgt sofort, dass die Gleichung der ausge- 
arteten Curve von der Form sein muss 

g>(y) = V(x) 

und zwar können wir dies, da in den doppelten Produc- 
ten nur Potenzen mit den Exponenten n, n — 2, n — 4, ... 
m,m — 2, m— 4, ... vorkommen, noch genauer so 
schreiben : 

any" + a„-2 y"-« +.... = h^x^ + b,n-2X"^-2 + ^.,. (j). 
Bezeichnet man nun die GesammtcoeiBcienten der 
ursprünglichen Gleichung entsprechend den Coefficienten 
A, B, C mit 

a^n— 2r , bim-ar , Cn-2r, in-289 

von denen uns die a und b bekannt, weil berechnet sind, 
so erhält man nach" Quadrirung der Gleichung (1) und 
Gleichsefzung der zu Tage tretenden Coefficienten der Po- 
tenzen der Variabein mit den ihnen entsprechenden in der 
ursprünglichen Gleichung, die Relationen 

an ^ = a2n bin^ = b2m 

2an an -2 = a2n-2 2binbin~2 = b2ra -2 

2an an-4 + a^n-2 = a2n-4 2bmbin-4 + b2,n-2 = b2m-4, 

aus denen man successive die Coefficienten an , an-2, . . • ., 
bin, bni-2, .... berechnen kann; aus ihnen gewinnt man 
dann die Coefficienten Cn-2r, m-28 als ihre doppelten Pro- 
ducte, und dann natürlich auch sofort die Coefficienten 
Cn-8r, in-2i. Und Vonn man diese Berechnungen durch- 
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führt, 80 gelangt man zu den obigen Resultaten bezuglich 
der Coefficienten der ausgearteten Lissajous-Curven , und 
der fraglichen Coefficienten C der ursprünglichen Curven 
zurück, so dass die Bichtigkeit der aus Gründen der Ana- 
logie erschlossenen Coefficienten C bewiesen ist. 

. Nun, nachdem wir die Gleichung der Curve hergestellt 
haben, überzeugen wir uns leicht von dem Stattfinden der' 
am Schluss des §. 1 angeführten Symmetrieverhaltnisse ein-, 
fach durch die Bemerkung, dass für n gerade die Vertau- 
schung von + y und — y an der Gleichung nichts ändert, 
ebenso wenig für m gerade die Vertauschung von + x 
und — X, und endlich für n und m ungerade die gleich- 
zeitige Vertauschung von + x mit — x und + y mit ~ y. 
Hiezu Figur 2. 

§. 4. 

Unsere Curve von der 2n . Ordnung besitzt (n — 1). 
(2n — 1) Doppelpunkte. 

Nämlich da unsere -Curve rational durch 2 homogene 
Parameter darstellbar ist, so ist sie von dem Geschlechte 
p = 0, wenn wir unter Geschlecht nach Clebsch die 
Differenz der einer Ordnung entsprechenden grösstmog- 
lichsten Anzahl von Doppelpunkten und der Anzahl, welche 
die Curve wirklich besitzt, verstehen. Demnach besitzt 
unsere Curve selbst diese Maximalzahl, d. h. da ihre Ord- 
nung 2n ist, 

(2n^- l)^(2n - 2) = („ _ i) (2„ _ j). . 

Von diesen kommt eine bedeutende Anzahl auf Rech- 
nung eines im Unendlichen auf der X - Axo gelegenen 
2(n -— m) fachen Punktes. Von der Existenz desselben 
überzeugen wir uns schon durch die Betrachtung der Cur- 
vengleichung. Nämlich die Schnittpunkte mit der X - Axe, 
d. h. der Geraden y = 0, ergibt eine Gleichung 2m . Gra- 
des in X, daher resultiren 2(n — m) Lösungen x = .00. 
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Eine nähere Untersuchung dieses Punktes werden wir 
später vornehmen; ffir jetzt sei nur bemerkt, dass er sich 
als Durchschnittspunkt von 2(n — m) paarweise conjugirt 
imaginären Aesten ergibt, und daher bei der mechanischen 
. Bewegung unseres ursprünglichen erzeugenden Punktes, 
der nur die reellen Aeste beschreibt, ganz ausser Berück- 
sichtigung bleibt. 

Zur Bestinunung der Doppelpunkte gehen wir wieder 
von den Gleichungen (3) des §. 1 aus, und setzen darin /9=0: 

X = sin nt 

y = sin (mt + ^). 
Da ein Doppelpunkt eintritt, wenn x und y für zwei 
bestimmte Werthe von t sich beide zugleich repetiren, so 
wird, wenn t und t' zwei solche Werthe sind, die erste 
Bedingung hiefür sein, dass 

nt' = rn: + (— 1)^ nt, 
wobei r = 1, 2, . . . 2n — 1, 

oder t' = — + (— 1)' t; 
n 

für diesen Werth geht aber y über in 

sin Q rn + (- 1)' mt + d\ 

und wenn ein Doppelpunkt aiattfinden soll,' so muss dies 
= sin (mt + d) sein, oder 

- rn + (,-iy mt + d = pTT + (- 1)p (mt + d) . . . (1) 

p = 1, 2, .... 2m — 1. 

Aus dieser Gleichung sind die den Doppelpunkten zu- 
gehörigen Parameterwerthe t zu berechnen. Sie repräsen- 
tirt wegen der Mehrdeutigkeit von r und p 

(2n — 1) (2m — 1) 
lineare Gleichungen, von denen aber mehrere illusorisch 
werden; nämlicb jedes Mal, wenn r und p beide entweder 
gerade oder ungerade sind, hebt sich die zu berechnende 
Unbekannte t aus der Gleichung fort. 

Wenn also r gerade ist (dies ist n — 1 mal der Fall) 



- 19 - 

muss p eine ungerade Zahl sein, also von der Form 
2k + 1, wobei k = 0; 1, . . m — 1. 

Diese Combination liefert also 

m(n — 1) Gleichungen. 

Wenn dagegen r ungerade ist (dies kommt n mal 
Vor), muss p gerade, also von der Form 2s sein, wo 
s = 1, 2, . . . . m — 1. 

Diese Combination liefert demnach 

n(m — 1) Gleichungen. 

Im Ganzen haben wir folglich 

m(n — 1) + n(m — 1) 

Gleichungen und ebenso viele Lösungen unserer Aufgabe. 

Die Gesammtheit dieser Doppelpunkte spaltet sich, 
wie wir gleich sehen werden, in zwei charakteristisch 
von einander verschiedenen Gruppen; die erste Gruppe 
enthält solche Doppelpunkte, welche, unabhän- 
gig vom PhasenunterschieuJ, auf festen Gera- 
den liegen, welche || zur X-Axe sind; ihre 
Anzahl ist m(n— 1); die zweite Gruppe besteht aus 
solchen Doppelpunkten, welche, vom Phasenun- 
terschied unabhängig, auf festen Geraden lie- 
gen, die II zur Y-Axe sind; ihre Anzahl istn(m — 1). 

Die Gleichung (1) geht nämlich für ein gerades r in 
folgende über 

- r/r + mt + rf = (2k + l);r - (mt + ^) . . . . (2) 



vn — mt + d = 2s7r + (mt + d) . . . . (3) 



und für ein ungerades r in folgende 

m 
n 
Aus (2) ergibt sich 

/ 

'^'^^"-fn- :^ C gerade) .... (4) 
und aus (3) 

t = ^ — — (r ungerade) : . . . (5). 
^n m 



2 



t 
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Folglich ist für r gerade d. h. für m(n— 1) Dop- 
pelpunkte 



n 2k+l m n 

arcsm x = 5 — n sr "" — 

m 2 2 m 



2k+l m 

arcsm y = — ^ — n — ^— rn. 

folglich y Ton d unabhängig. 

Für r ungerade, d. h. für. n(m — 1) Doppel- 
punkte ist 

rn n 

arcsm x = -^ — ^ — &n 

2 m 

# 

m rTT , • 

arcsm y =z — -rr- — stt -h a. 
•^ n 2 

Hier ist also die x Coordinate unabhängig von d. 

Es ergibt sich somit von selbst die obige Eintheilung 
in zwei Gruppen. 

Wir wollen nun die arc, deren sin die Coordinaten der 
Doppelpunkte sind, in einer Tabelle zusammenstellen, in- 
dem wir dem r der Reihe nach seine Werthe zutheilen. 



für r = 1 



r = 2 



» 



r = 3 



r = 4 



r=2n-2 



r=2n-l 



aresin x = nt 



— — sn 



n 
2 


n 
m 


n 
m 


2 ^ 


2 


n 
m 


n 2k+l 

_ \ TT - 



n 



m 



snr 



m 



m 



n 2k+^ 
m 2 

2n--l 



n — (n— 1) n 



n 
m 



d 



n 



7t STT 

m 



^ ---^ 
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für r = 1 



1» 



9 



r = 2 



r = 8 



r = 4 



r=:2n— 2 



r=2n-l 



aresin y = mt + d 



m 



2n 
2k-t-l 



2 

3m 
2n 

2k+l 



n 



sn + d 



m 

n 

n 



S— TT — STT- + O 



^ — - 27r 

n 



2k+l 



n 



m 
n 



(n - l)7r 



(2n— 1) m 



2ix 



n 



- BTT + J 



8 = 1, 2, .... m — 1 
k = 0, 1, 2. . . m — 1. 

Bei der weiteren Untersuchung mfisscn wir drei Fälle 
unterscheiden, je nachdem m oder n oder beide ungerade 
sind. 

I. Fall: n gerade, m ungerade. 

Die Doppelpunkte der ersten Hanptgrnppe 
liegen zu je m auf n — 1 festen, von d unabhän- 
gigen Parallelen zur X-Axe; eine von ihnen ist 
die X-Axe selbst. 

Bw. Für r = n erhalten wir als y - Coordinaten der 
Doppelpunkte dpn ar<;»in von 



2k+l 



■n — 



m 



n 



n 2 

2k+l— m 
2 



oder 



TT. 



Dies ist für die verschiedenen zugehörigen Werthe 
von k immer ein Vielfaches von tt, somit y = 0, während 
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die zugehörigen x alle verschieden sind; da k von bis 
m — 1 läuft, so haben wir m Doppelpunkte, die ganz un- 
abhängig von d auf der X-Axe liegen. 

Fui* r = n ~ 2 und r = n + 2 erhalten wir folgende 
respectiven Werthe für aresin y 



• 


r — n — 2 


r = n + 2 


1) 

2) 


l — m m 
2 n 

3 - m m 

Tt ■ 71 


1 — m , m 
2 " + i" 

3 — m , m 
— - — n H — n 
2 n 


2 n 


m-l) 
m) 


m — 3 m 

IT • .. . TT 


m — 3 , m 

— - — n H TS 

2 n 

m — 1 ■ m 
2 '' + n^ 


2 n 

m — 1 m 
2 n 



Hier liefern 1) der ersten Columne, 2) der zweiten, 
3) der ersten etc. gleiche sin, e;benso liefern 1) der zwei- 
ten, 2) der ersten, 3) der zweiten etc. gleiche sin; folglich 
haben wir wieder je m Doppelpunkte auf zwei zur X-Ax^e 
parallelen, von d unabhängigen Geraden. 

Zu demselben Eesultat würden wir kommen durch 
Zusammenstellung der Ergebnisse für r = n - 4 und' 
r = n-f-4; r = n — 6 und r =r n + 6 etc. ; kurzum 
wir erhalten so viel Geraden, auf denen sich die Doppel- 
punkte zu m gruppiren, als r gerade Zahlen durchläuft; 
dies sind aber n — 1. 

Da zugleich die zugehörigen y verschieden sind, so ist 
die obige Behauptung^ erwiesen. 

Es gilt ferner der weitere Satz: 

* Die Doppelpunkte der ersten Hanptgrnppe 1 i e- 

gen auf 2m von d abhängigen Parallelen zur Y- 

Axe in der Weise, dass auf m von ihnen je -x"? 
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und auf m weiteren je ^ — 1 Doppelpunkte 

liegen. 

Man ersieht dies daraus, dass für 

r = 2, 6, 10, . . , • u»d für 

r = 4, 8, 12, .... 

die aresin x nur um 2n differiren. Da hiebei r ^, be- 
ziehungsweise —^ — 1 Werthe annimmt, so liegen im er- 
sten Fall -^, im zweiten -g- — 1 Doppelpunkte auf ei- 
ner Geraden. Und da in jedem Fall k noch m verschie- 
dene Werthe annehmen kann, die auch verschiedene Werthe 
für die sin ergeben, so sind es 2 mal m Gerade. 

Die Doppelpunkte der zweiten Hanptgrnppe 
Hegen zu n auf m — 1 festen, von 8 unabhängi- 
gen Parallelen zur Y-Axe. 

Nämlich gleiche x resultiren für 

r=l, s=l; r=3, 8=m— 1; r=r.5, s=l; r=7, s=m— 1 etc. 

ebenso für 

r=l, s=2; r=3, 8=m-2; m:5, s=2; r^7, s=m--2 etc. 

schliesslich für 

r=l, s= =:m — 1; r=3, s=l; r=5, 8=:m—l; r=5, s==l etc. 

Dies sind im Ganzen n(m — 1) Werthcombinationen 
der r und s, und zwar haben vnr so viel feste Gerade, als 
Horizont alreihen vorhanden sind, nämlich m — 1; und auf 
jeder so viel Doppelpunkte als Yertikalreihen vorhanden 
sind, nämlich n. 

Die zweite Uanptgruppe zeigt aber ebenfalls 
eine von d abhängige Gruppirung; es liegen 

nämlich je — ö^ Doppelpunkte auf 2n zur X-Axe 

parallelen, von i abhängigen Geraden, 
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Denn gleiches y resultirt für 

r == 1; s = 1, 3, 5; . . . m— 2; ebenso für 
r = 1; s = 2, 4, 6, . . . m — 1; ebenso für 
r = 2; 8 = 1, 3, 5, . . ." m— 2; ebenso für 
r = 2; s = 2, 4, 6, , . . m— 1; etc. 

IL Fall : n ungerade, m gerade. 

Durch ganz analoge Betrachtungen wie im vorigen Fall ; 
gelangen wir zu den folgenden Sätzen. 

Von den Doppelpunkten der ersten Hanpt- 
grnppe liegen je m auf n — 1 von d unabhängigen 
Parallelen zur X-Axe. 

Gleiche y ergeben sich nämlich durch folgende Com- 
binationen von r und k 



r = 2, 2n — 2 
r = 2, 2n — 2 
r = 4, 2n — 4 
r = 4, 2n -^ 4 



k = 0, 2, 4, 

k = 1, 3, 5, 

k = 0, 2, 4, 

k = 1, 3, 5, . . . m — 1 



• • • 



m — 2 
m — 1 

m - 2 



etc. 



Die Doppelpunkte der ersten Hanptgrnppe lie- 
-1 

gen zu auf 2m von d abhängigen Paralle- 

len zur Y-Axe. 

Denn es ergeben sich gleiche x für 



k — 0; 


r = 2, 6, 10 . . . 


k = 1; 


r = 2, 6, 10 . . . 


k = 2; 


r = 2, 6, 10 . . . 


k — 0; 


r = 4, 8, 12 . . . 


k — 1; 


r = 4, 8, 12 . _ 


k = 2; 


r = 4, 8, 12 • . . 


• • • • 


etc. 



Die Doppelpunkte der zweiten Hanptgrnppe 

vertheilen sich so aufm — 1 feste, von d unab- 
hängige, und zur Y-Axe parallele Gerade, dass 
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auf jeder n Doppelpunkte liegen. Eine von die- 
sen Geraden ist die Y-Axe selbst. 

Denn gleiche x resultiren 

l)furr=l, s = l;r = 3, 8=:m— 4;r = 5, 8 = 1; 

r = 7, 8 = m ~ l;.etc. 
2) für r = 1, 8 = 2; r = 3, 8 = m -• 2; r = 5, s = 2; 

r = 7, 8 = m — 2; etc. 

m— 1) fürr=l; s = m— 1; r=3, 8 = 1; r=5, 8 = m — 1; 

r = 7, 8 = 1. 

Der mittelsten Reihe (der ö-ten) entsprechen die Dop- 
pelpunkte auf der Y-Axe. 

Die Doppelpunkte der zweiten Hanptgruppe 
liegen aber auch auf 2n von d abhängigen Pa- 
rallelen zur X-Axe so, dass auf n von ihnen je 

^, auf n weiteren je ^ 1 hegen. 

Denn gleiche y resultiren für 

r = 1, 8 = 1, 8, 5, ... . 
r = 1, 8 =: 2, 4, 6, . . . . 
r = 8, 8 = 1, 3, 5, . . . . 
r = 3, 8 = 2, 4, 6, ... • etc. etc. 

III. Fall : n ungerade und m ungerade. 

Wir wollen uns hier, da alles sich analog den frühe- 
ren Fällen beweisen lässt, mit der raschen Angabe der 
Sätze begnügen. 

Die Doppelpunkte der ersten Hanptgrappe 

sind anf n ■ — 1 festen, von d unabhängigen Pa- 
rallelen zur X-Axe so gruppirt, dass auf jeder 
m Doppelpunkte liegen. Sie weisen aber auch 
eine von d abhängige Gruppirung auf, und zwar 

liegen je — ö— auf 2m Parallelen zur Y-Axe. 
Die Doppelpunkte der zweiten Hanptgrappe 
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sind auf m— 1 festen, vond unabhängigen Paralle- 
len zurY-Axe so gruppirt, dass auf jeder nDop- 
pelpunkte liegen. 

Sie weisen aber auch eine von d abhängige 
Gruppirung auf, und zwar liegen je - n^— auf 
2n Parallelen zur X-Axe. 



§. 5. 

Die Klasse unserer Curve ist 2(n + m). 

Um dies einzusehen, «teilen wir die Curve in Linien* 
coordinaten dar. 

Die Gleichung der Tangente einer Curve in einem 
Punkte x' y' ist 

X y *1 

X' y' 1 = 0. 

dx' dy' 

Die Coordinaten der Tangente verhalten 8i<}h demnach, 
wie die Unterdeterminanten der nach den Gliedern der 
ersten Horizontalreihe aufgelösten Determinante, also 

Ui : U2 : U3 = dy' : dx' : x'dy' — y'dx' 
oder mit Benutzung des Proportionalitätsfactors q 

Qjii = — dy' 

^U2 = dx' 

^U3 = x'dy' — y'dx' 
Soll dies nun eine Tangente im Punct x, y unserer Lissa^- 
jous-Curve sein, so haben wir in diese Gleichungen für 
x', y', dx', dy' die bezuglichen Werthe einzusetzen. 

Es ist nun 

x' = sin(nt + ß) 
y' = sin(mt + d) 
dx' = n cos(nt + ß)ät 
dy' = m cos(mt + ^)dt 



2) 
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also 

^uj == — m C08(mt + d) 

(1) ) .•••C% — n co8(nt + ß) 

....^U3 = m 8in(nt -f /J)co8(mt + d)—n sin(mt + d). 

.coß(nt + ß) 

oder wenn wir wieder e** = X setzen, 

mi/ -• m 1 \ 

....eu3 = (m-n){e(/» + <f)U"+'"- j^q:rf^T;rHs}+ 

oder durch 2 homogene Parameter A, /*, indem vf ir zugleich 
gj3i = a, ßcfi = b setzen: 

.... o-Ui = — ^YbA»»+»>n -f -^iV + 2m 

.... (ni2 = -|-Yai2ii +in ^m + _;Lm^25 + m\ 
. . . . crUs = (m— n)|ab;i2(° + m) _ __^2(n + m)| ^ 
+ (m + n)| *Ä2„^2ni — — ;i2«n . |i#2n| 

Wir finden nun die Klasse der Curve, indem wir in 
die Gleichung eines Punctes 

Uj Xi 4- U2X2 + U3X3 = o 
für die u die ihnen in (3) proportionirt gesetzten Aus- 
drücke substituiren. Es resultirt dann zur Bestimmung 
von X : u eine Gleichung 2(n -f m) . Grades; und die 
Curve besitzt also die Klasse 2(n + m). 

§.6. 

Die Gesammtzahl der Doppeltangenten ist 

(2n + 2m — l)(2n 4- 2m — 2) o^ ^ \2 o/ . x . 1 
^^ ~ -= 2(n + m)2 — 3(n + m) + 1 ; 

denn, da die Curve vom Geschleckt p = o ist, so besitzt 
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sie die Maximalzahl der Doppeltangenten, welche ihrer 
Klasse zukommt. Um die Doppel- resp. vielfachen Tan- 
genten im Endlichen zu finden, benützen wir die Gleichung (1) 
des §. 5, und fragen: wann werden sich die Werthe för 

— , — , als welches die Abschnitte in den Axen sind, zu- 

Ui U2 ' 

gleich repetiren? 

Dies wird der Fall sein : 

1) für t - — 2H~"' "^~~' "^TT* • • • • » 

'^ ST — ~ was eine n-fache Tangente liefert mit den 

Abschnitten — 1 in der X- und oo in der Y-Axe; 

9^ fit. , - 3^-2/? 77y-2/> ll7y-2/> 

2, tur t - — 2^-, —^^, 2n ' • • • • » 

ö — -— ^» was eine n-fache Tangente liefert mit 

den Abschnitten + 1 in der X- und oo in der 

Y-Axe. 

Q\4- 4. ^""2d Stt— 2 d (4m— 3)yr— 2d 

d;turt=-2^, ~2S""» • • • • » 2S » 

was eine m-fache Tangente liefert mit denAbschnit- 
schnitten — 1 in der Y- und oo in der X-Axe. 

>i^ rn i. Stt-ScT 7n-2d (4m— l)7r-2d 
^) ^^' * ""IS^-' "IS"* • • • • » 2E ' 

was eine m-fache Tangente liefert mit den Ab- 
schnitten -h 1 in der Y-, und oo in der X-Axe. 

Die BedinguDgsgleichung für einen Wendepunct ist 



d2y _ 
Es ist nun ' 



dx* = '* 



■ 

n m8in(mt 4- d)co8(nt -f /?) + n8in (nt + /^)co8(mt + d) 
m^ * cos3(mt -j- d) 



— 29 - 

Soll dies = o werden, so muss entweder der Zähler 
verschwinden, oder der iN'enner unendlich gross werden. 
Bas letztere kann, für endliche t nicht eintreten. Wir wol- 
len uns daher nur an den ersteren Fall halten, so daas 
wir als Wendepunktsgleichung erhalten 
— m sin(mt + d) cosCnt + /J) 4- n sin(nt + ß) co8(mt+ d) = (1) 
oder 

nx Vi - y2 - my VÜ^= (2) 

Wenn wir hier rational machen, so erhalten wir 

Xn2 — m2) x2y2 -f n^x^ - m^y^ = (3) 

d. h. 

die Lage der Wendepunkte ist, unabhängig yom 
Phasenunterschied, durch eine nur mit dem In- 
tervall wechselnde Curve 4. Ordnung bedingt, 
welche im Anfangspunkt einen Doppelpunkt hat, 
durch die unendlich entfernten Punkte der beiden Axen 
geht — durch den der X-Axe mit reellen, durch den der 
Y-Axe mit imaginären Aesten — , und die Eckpunkte des 
der Curve umschriebenen Quadrates enthält. Hiezu Fig. 3. 

Natfirlich ist nicht jeder Durchschnittspunkt dieser 
Curve mit der Lissajous-Curve ein Wendepunkt, denn um 
zu ihrer Gleichung zu gelangen, mussten wir erst rational 
machen, wodurch uneigentliche Losungen hereingebracht 
wurden. 

Wenn wir von der rationalen Darstellung durch einen 
Parameter ausgehen, so wird aus unserer Wendepunkts- 
gleichung (1) folgende: 



(n-m){abX- + m_I_} + („ + „){|^„ 



— m 



Dies ist eine Gleichung 2(n + m). Grades, welche nur 
Wendepunkte liefert. Ob dies aber alle Wendepunkte 
sind, oder nicht, werden wir später entscheiden. 
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§.8. 

Wir gehen dazu über, die Riemann'sche Fläche 
der. Lissajous-Curvea, insbesondere ihre Ver- 
zweigung um den 2(n — m)-fachen Punkt im Un- 
endlichen auf der X-Axe festzustellen. 

Wir untersuchen daher zunäcTist den Verlauf der 
Curve in der nächsten Nähe dieses Punktes. Zu dem 
Zweck schreiben wir die Gleichung der Curve in homo- 
gener Form: 

= a2n^*" + a2n-2y2»~2z2 4- . . + b2mX2naz2n~2m 
+ bgm- 2X2m- 2z2n-2in-2 + . _ 4. Cnm y" Xm Z« ^ «» 
4- Cii-2, my°-2xm2n-m + 2^_ ^ + Cn, m- 2y'>X«» - «zn- m + 2 

+ . . . + dz««. ' (1) 

wobei der Gesammtcoef&cient jedes Gliedes durch ein den 
Zahlencoefficienten A, B, C entsprechendes Symbol und 
das absolute Glied durch d bezeichnet ist. Diese Glei- 
chung transformiren wir auf den zu untersuchenden Punkt 
als Anfangspunkt, was dadurch geschieht, dass wir x == 1 
setzen, d. h. die Y-Axe nun als unendlich ferne Gerade 
ansehen. 

Ist dies gesehen, so kommt es darauf an, die Glieder 
zu finden, welche bei einer unendlich kleinen Fortschrei- 
tung auf einem der durch den fraglichen Punkt gehenden 
Curvenäste allein die Ausschlag gebenden sind, d. h/die 
Glieder niederster Dimension. Und diese ' Glieder findet 
man vermittelst der von Puiseux in Lionville's Journal 
bewiesenen, aber schon von früheren Mathematikern häufig 
benützten Regel. 

Wir wollen nun für die 3 einfachsten Fälle : 1) n — 2, 
m r=: 1 ; 2) n '= 3, m = 1 ; 8) n = 3, m = 2 nach der 
Puiseux'schen Regel verfahren und erhalten folgende 
Schemata : 
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1) B = 2, nt = 1. 



z*0 



Z3 

z»a 

zi 



o 




yO yl y2 y3 y4 

Hier heisst nämlich die Gleichung der Gurre, nachdem 
X = 1 gesetzt ist, 

»47* +'&ij^z^ + hiZ^ + C2iy*z + coiz'* + dz* = 

und die Glieder niederster Dimension sind ^ 

Aij^ + C2iy2z + baz^ rr 0. 



2) n = $, m = i. 



Z6 



z^QvO O 



r3 



rO 




yO yl y2 y3 y4 



y5 y6 



Hier heisst die Gleichung der Curye 
= a«y6+ a4y^z2-}- 027^2* 4-b2.z'* 4- C31 y^z^ + Cu y z^ + dz^ 
und die Glieder niederster Dimension sind 

ftßyß + e3iy3z2 + bjz^ = 0. 
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3) B = 3, H = 2. 



zöO 



z^O 



p3 



z^O 



Z^ 




rO 



yv yi y^ yo y* yo y. 

Hier heisst die Gleichung 1 

= aey^ + aiy^z^ + a2y^z4 + \z^ + b2Z^ + Cjgy^z 
+ cjayz^ + csoy^z» + cjoyz^ + dz^ 

und die Glieder niederster Dimension sind 

. Hl^ + C32y^Z + \7? = 0. 

Im allgemeinen Fall ' heissen die Glieder niederster Di- 
mension 

a^ny^" + Cn,my»Z"-'» + b2inZg("-''») = . (3) 

Dies ist eine reducible Gleichung, die in folgende 2 zer- 
fallt: 



V 



V» = ~~ <^"«ffl ^ Vc^n.m — 4a2'^b2m ^,1- 



2a2n 



z'»- 



m 



(4) 



oder vermöge der. Bedeutung der Coefficienten a, b, c 

isin nd 
resp. /Rv 

eosnd ^ ^ 

yn —- 2"-"» 



Hiebei ist sinnd zu nehmen, wenn n und m ungerade ist, 
cosnd, wenn n oder m gerade ist. 

Damit ist erwiesen, dass die zwei Curvenäste, welche 
durch den unendlich fernen Punkt gehen, im Allgemeinen 
imaginär sind. Indess ffir einen speciellen Werth von c^ 



- 33 — 

können sie reell werden. Nämlich wenn n und m un- 
gerade sind, so ^ird der Factor von i 

= für d = 0, — , — f • . •» und wenn n 

J n ' n ' ' 

oder m gerade ist, ^^^ ^ = ^n' ää' 2n' ' ' * 

In diesem Fall artet die Curve in eine doppelt zäh- 
lende Curve n. Ordnung aus, und die 2 Aeste im Unend- 
lich in einen doppelt zählenden einfachen, aber reellen 
Ast. (cf. Schluss des §. 2). 

Wenn wir uns nun auf Riemann'sche Vorstellungen 
einlassen, so sagt die Gleichung (5) aus, dass die Riemann'- 
sche Fläche der Curve in Bezug auf y als abhängige und 
z als unabhängige Variable mit dem unendlich fernen 
Punkt als Anfangspunkt aus 2n Blättern besteht, von denen 
je n im unendlich fei^nen Punkt so zusammenhängen, dass 
man erst nach n Umläufen wieder ins Anfangsblatt zurück- 
kommt. Die Fläche besteht also in diesem Punkt aus 2 
Parthieen von je n nach einem Verzweigungsschnitt zu- 
sammenhängenden Blättern. 

Dieser Zusammenhang wird nun nicht geändert, wenn 
wir zur ursprünglichen Curvengleichung in x und y Coor- 
dinaten zurückgehen, und die Riemann^sche Fläche in Be- 
zug auf y als abhängige und x als unabhängige Variable 
bestimmen. Denn bei der Annahme x = 1 können wir 

y in eine Reihe nach aufsteigenden Potenzen von z" ent- 
wickeln, oder bei Annahme homogener Coordinaten — in 

eine solche nach steigenden Potenzen von i — i , was wir 
so andeuten wollen 



m 
X 



= > (rr ■ 



X 

Multipliciren wir beide Seiten dieser Gleichungen mit — , 

z 
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so erhalten wir 



n — m 



Z m \ Z / 



eine Eeihe, die nach fallenden Potenzen von | — I ge- 
ordnet ist. Setzen wir nun z = 1, so ersieht man, dass 
bei Annahme von 7 als abhängiger und x als unabhän- 
giger Yariable der Zusammenhang der Riemann^schen 
Fläche nicht geändert worden ist. 

Gelingt es uns nun, die Curvengleichung in der Form 
y = f(x) zu schreiben, und dadurch die im Endlichen ge- 
legenen Yerzweigungspunkte auch zu bestimmen, so können 
wir uns einen vollständigen Ueberblick über die Oestalt 
der Riemann'schen Fläche unserer Curve verschaffen, und 
deren Zusammenhang berechnen. 

Finden wir diesen = 1 (nach der Riemann'schen De- 
finition), so berechnet sich daraus, wie es sein muss, das 
Geschlecht p =: 0. Denn Geschlecht p und Zusammen- 
hang q hängen durch folgende Gleichung zusammen 

q = 2p + 1, 

wobei 2p die Anzahl der Querschnitte ist, welche die 
Fläche in eine einfach zusammenhängende verwandeln. 

Um die Auflösung der Curvengleiehung nach y zu er- 
zielen, benützen wir die Darstellung der Curve durch die 
Gleichungen (2) des §. 2, wobei wir nur /i* = 1 und z = 1 
setzen 

^x = aA2" - -^ (6) 

^y = bin+'n — Y'^"-'" (7) 

Q = 2iAn. (8) 

Die Gleichung (8) liefert uns direkt den Werth von ß, mit 
dessen Benützung wir aus Gleichung (6) A in x berechnen 
können 



- S5 - 



X = 1 /ix + Vi - x2 



= K^ 



Nach Substitution dieses Werthes für l in (7), erhalten wir 
ans dieser 

?l" 1 



l/u )ix ± Vi - xV" 



y = äl*> i "-^^^ _b)ix ±_Vr:^15(rh9) 



a 



n 



Natürlich ^epräsentirt hier V die n verschiedenen Werthe 
welche möglich sind, so dass im Ganzen 2n verschiedene 
Werthe für y resultiren. 

Aus (9) ergibt sich aber unmittelbar, dass 

X = 4- 1, — 1; 00 

Verzweigungspunkte sind. Für x = oo haben wir 
die Art der Verzweigung bereits festgestellt; und für 
X = i: 1 lässt sich die Verzweigung auch leicht angeben ; 
in jedem dieser Punkte hängen die Blätter paarweise zu- 
sammen, man kommt also immer nach 2 Umläufen ins 
Anfangsblatt zurück. 

Da im unendlich fernen Punkt conjugirt imaginäre 
Werthe von y Blättern entsprechen, die verschiedenen 
Parthieen angehören, während füi* x = ± 1 die conjugirt 
imaginären Werthe von y gerade den 2 zusammengehö- 
rigen Blättern einer Verzweigung angehören, so sieht man, 
dass gerade die Blätter, die im Endlichen zusammenhängen, 
im Unendlichen getrennt sind. 

Damach ist es aber unschwer einzusehen, dass eine in 
sich zurücklaufende Curve, welche man irgendwie auf der 
Fläche verzeichnet, eine vollständige Begrenzung des von 
ihr eingeschlossenen Flächenstücks bildet, denn man kann 
in keiner Weise von einem innerhalb derselben gelegenen 
Punkt zu einem aussen gelegenen gelangen. Damit haben 
wir das Criterium dafür, dass der Zusammenhang = 1 ist. 

Dass sich die Sache so verhält, kann man am besten 
tax einem Beispiel sehen. Nehmen wir daher den Fall 
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n = 3, m = 1, wie ihn die beigelegte Zeichnung veran- 
schaulicht. Hiezu Fig. 4. 

Die Annahme der Verzweigungsschnitte muss hier so 
gemacht werden, dass man die 2 im Endlichen gelegenen 
Punkte durch einen Verzweigungsschnitt verbindet, längs 
dessen Blatt 1 und 4, Blatt 2 und 5, Blatt 3 und 6 zu- 
sammenhängen, und vom unendlich fernen Punkt einen be- 
sondern Schnitt ausgehen lässt, der zuerst in den 3 oberen 
Blättern 1, 2, 3 verläuft, dann zwischen den endlichen 
Verzweigungspunkten hindurch geht, und dadurch in die 
3 unteren Blätter 4, 5, 6 gelangt, und dann schliesslich in 
diesen zum unendlich fernen Punkt zurückgeht. 

Dann ist klar, dass man bei Umkreisung des Punktes 
X = 00 allein 8 Umläufe machen muss, bis man zum Aus- 
gangspunkt zurückkommt, bei Umkreisung eines der Punkte 
X = + 1 allein 2 Umläufe, bei Umkreisung der l)eiden 
Punkte 3 Umläufe, und bei Umkreisung des unendlich 
fernen und eines der beiden endlichen Punkte 2 Umläufe. 
Eine Umkreisung aller 3 Verzweigungspunkte geschieht 
in einem Umlauf. 

Um beispielsweise zu zeigen, dass eine in sich zurück- 
laufende Curve die vollständige Begrenzung des von ihr 
eingeschlossenen Flächenstücks ist, ziehen wir die ge- 
schlossene Curve K um die 2 endlichen Verzweigungs- 
punkte; diese muss entweder in den Blättern 1, 2, 3 oder 
4, 5, 6 liegen, und nach 3 Umläufen sich schliessen. Ver- 
suchten wir nun, wenn die Curve in 1, 2, 3 liegt, vom 
Punkt g des 1. Blattes auf die andere Seite der Curve 
nach dem Punkt ^h zu gelangen, so ist dies, wie man sich 
leicht überzeugen kann, keinesfalls möglich, ohne die Curve 
zu überschreiten. Und so verhält es sich in den andern 
Fällen und im allgemeinsten Falle auch. Der Zusammen- 
hang ist also = 1. 

Dieses Resultat konnten wir auch kurz berechnen ver- 
mittelst einer von Riemann entwickelten Formel 

w — 2m + 3 = 2p + 1 = q, 
wo w die Anzahl der Windungspunkte erster Ordnung, 
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m die Anzahl der Blätter und q der Zusammenhang ist. 

In unserm Fall ist w = 4n — 2 (da 2(n — l)-fache 

Windungspunkte und 2n 1-fache vorhanden sind), m = 2n 

und also q = 1. 

« 

Aus den Gleichungen (5) des §. 8, die die Form haben 

- yn = (p Jh qi)z»~n» 

gewinnen wir die Doppelpunkte, welchen der un- 
endlich ferne Punkt äquivalent ist, auf folgende 
Weise. 

Da der Durchschnitt dieser beiden Aeste den unend- 
lieh fernen Punkt ergibt, so ist die Anzahl der ihm äqui- 
valenten Doppelpunkte == der Summe der Doppelpunkte 
der beiden einzelnen Aeste + ihren Durchschnittspunkten. 

Nun ergeben sich die Doppelpunkte der Curve 

y = yn — az"~"™x" = 
aus den Gleichungen 

I = „yn- = 

' -^ = — (n— m)az«>-™-Ax" = 

do) 

j^ = — jnaz"-">x»«-i = 

dx ' 

Für diese Gleichungen repräsentirt der Punkt y=o, z=o 

(n _ m — l)(n — 1) 

Losungen, so ist 

(n — m — l)(n — 1) 
2 
die Anzahl der Doppelpunkte der Curve y = im Punkte 
y = z = 0. Die Summe der Doppelpunkte zweier sol- 
cher Curvenäste ist also 

(n — m — l)(n - 1). 
Ihre Durchschnittspunkte ergeben sich als Losungen der 
Gleichungen 



— 88 - 

yö — a'z»-"» = 0. 

Für diese repräsentirt aber der Punkt y =; 0, z = 

n(n — m) Losungen. 

Die Anzahl der Doppelpii^nkte, welche dem 
unendlich fernenPunkt äquivalent sind, ist also 
n(n— m) + (n — m— 1) (n — 1) = 2n2— 2niii~ 2n + m + 1 

Addirt man hiezu 2nm — (n + m), die Anzahl der 
Doppelpunkte im Endlichen, so gelangt man zur Gesammt- 
zahl der Doppelpunkte (n — 1) (2n — 1), wie es sein muss, 
zurück. 

Unter diesen Doppelpunkten befindet sich eine ge- 
wisse Anzahl Spitzen, die wir uns aus einer der Plücker'- 
schen Formeln verschaffen können; und zwar gehört dije 
Gesammtzahl, die man mit Hülfe dieser Formel findet, 
dem unendlich fernen Punkt zu ; denn im Bndlichen gibt 
es dem Ansatz in §.4' zufolge keine andern Doppelpunkte 
als die 2n m — (n 4- m) reellen, welche keine Spitzen 
sind; mit der unendlich fernen Geraden hat die Curve 
aber ohnedies nur den bekannten Punkt auf der X - Axe 
gemein. 

Wir benützen die Formel 

k=n'(n'-l) - 2d-r, 
worin k die Classe, also = 2(n + m) 
n' die Ordnung, also = 2n 
d die Gesammtzahl der Doppelpunkte^ einschliesslich 

der RückkohrpunktOy also = (n — 1) (2n — 1), 
r die gesuchte Anzahl der Spitzen, 
und finden 

r = 2(n — m — 1 ). 

Wenden wir nun auch die auf die Wendepunkte 
bezügliche Gleichung an 

w = 3n' (n' — 2) — 6d - 2r, 
wobei w die Anzahl der Wendepunkte bezeichnet, während 
die übrigen Symbole die obige Bedeutung haben, so er- 
halten wir nach Substitution der bezüglichen Grössen 

w = 2(n + m) + 2(m — 1). 
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Die Wendepunktsgleichung (4) des §. 7 ei^bt 2(n+ni) 
Wendepunkte ; das» unter diesen die unendlich fernen aber 
nicht begriffen sind, ersieht man daraus, dass i = 0, wel- 
cher Werth dem Schnitt der Curve mit der unendlich fer- 
nen Geraden entspricht, diese Gleichung nicht befriedigt. 
Es erklärt sich dies ganz natürlich daraus, dass wir bei 
Ableitung der Wendepunktsbedingung, nur den Zähler des 

zweiten Dififerentialquotienten -^ berücksichtigten. Da in- 

dess die Gleichsetzung des Nenners mit oo keine endlichen 
Lösungen zulasset, so ist 2(n + m) wirklich die Gesammt- 
zahl der im Endlichen gelegenen Wendepunkte, und also 
2(m — 1) die Zahl der im Unendlichen und zwar im 
2(n — m) fachen Punkt gelegenen, das letztere deshalb, 
weil die Curve keinen andern Durchschnitt mit der un- 
endlich fernen Geraden hat. 

Zu der Zahl 2(m — 1) gelangen wir aber direct da- 
durch, dass wir fragen: wie viel Schnittpunkte hat die 
He SS ersehe Curve der Curve 

y = yn — az"- ™ x"* = 
mit der Curve selbst? 

Die Hesse'sche Curve heisst hier; 



= 



(mit Weglassiing der betreffenden Coefficienten, welche als 
Pactoren vor die ganze Determinante treten.) 
oder 22(n"iii-i) yn-8 x:*("*-^) = 0. 

Der Schnitt mit 

yn — az"~" X™ = 
im Punkte y = 0, z = absorbirt 

(n — 2) (n — m) + 2n(n — m — 1) Lösungen. 

Diese Anzahl besteht nun aus der Summe der Schnitt- 
punkte, welche den Doppelpunkten und Spitzen in y = 0, 
z = entsprechen + den Wendepunkten. Um die letz- 
teren zu finden, haben wir also von der gefundenen Anzahl 
von Losungen für den Schnitt der Hess e'schen Curve mit 



^n— m^m — 2 





2«— m— ij^m - 1 




• 


yn-2 





j^n— m— Ij^m— 1 





Z"-"»-*!™ 
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der urBpranglicben die Zahl der Doppelpunkte (eiimehliess- 

lich der Spitzen) nämlich *— ^ — o^ ' — -—^ 6 ^^ genom- 

men, and die der darunter befindlichen Spitzen, nämlich 
(n — m — 1) 2 mal genommen zu subtrahiren, und finden 
demgemäss m — 1 ab Anzahl der Wendepunkte, welche 
dem einen Cunrenast entspricht, der durch den unendlich 
fernen Punkt durchgeht. EbensoTiel hat aber der andere, 
also hat unsere Lissajous - Curve im unendlich fernen 
Punkt auf der X-Axe 

2(m —1) Wendepunkte. 

Reell sind von den (2n + m) im Endlichen gelegenen 
Wendepunkten 2(u — m), was wir der Vollständigkeit 
halber hier constatiren wollen, und wovon man sich durch 
Betrachtung der Figuren (etwa im Meld ersehen Atlas) 
leicht in folgender Weise fiberzeugen kann: wenn die 
Curve in eine ausgeartete fibergeht, so gehen d^bei von 
den reellen Wendepunkten zwei verloren (wogegen zwei 
Rfickkehrpunkte — • nämlich bei der mechanischen Erzeu- 
gung der Curve — auftreten cf. Schluss des §. 2), und die 
fibrigen (reellen) Wendepunkte reduziren sich auf die 
Hälfte; es lässt sich dann leicht constatiren, dass bei den 
ausgearteten Curven für jede Einheit um die m wächst, 
ein Wendepunkt verloren geht; für m zz: 1 sind es n — 2 
Wendepunkte, also für m = m n — m — t. Nehmen wir 
also diese letztere Zahl doppelt und addireoT 2, so erhal- 
ten wir 

2(n — m) als Anzahl der reellen Wendetan- 
genten der Curve 2n • Ordnung. 

Bezfiglich des unendlich entfernten Punktes auf der 
X-Axe lässt sich eine sehr merkwürdige Thatsache con- 
statiren, nämlich die, dass man sich von den theilweise 
^ imaginären Verhältnissen, wie sie in diesem PunjLte ein-> 
treten, und von denen wir uns durch Rechnung überzeugt 
haben, durch Zeichnung und Betrachtung reeller Figuren 
Rechenschaft geben kann, und zwar ist es ganz besonders 
merkwürdig, dass man sich, wenn die Zahlen für die Sin- 
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gularitäten passen sollen, als Typus der der Curve y*^ = az™ 
vor ihrer Degeneration zu Grunde liegenden Curve gerade 
der ausgearteten Lissajous-Curve für das Schwingungszah- 
lenverhältniss n : m bedienen muss. 

Dass man diesen Curvenästen vor ihrer Degeneration 
gerade die ausgearteten Lissajous - Curven entsprechen las- 
sen muss, hat seinen Grund darin, dass die Gleichung der 
letzteren von der Form ist 

^(y) = >(x) 

oder 

(y— «i) (y-a2)...(y-an) = a (x— ft) (x-/Jo)...(x— /Jm). 
Setzt man nun hier 

«1 = «2 = . . = ofn = und 

A = /?2 = • • • ^^^ /^J" ^^^ 0, 

so resultirt eben dief Form 

y" =z ax»\, 

wie sie unserem Curvenast entspricht. 

Wir entwerfen dem gemäss nachstehende mit 1 bezeich- 
nete Tabelle, und gelangen mit ihr durch einfache Ab- 
zahlung zu denselben Zahlen, wie wir sie oben durch 
Rechnung festgestellt haben, Wenn wir m mit n — m ver- 
tauschen. Die Anzahl der Spitzen ergibt sich dabei durch 
Abzahlung der vorkommenden Schleifen. 

§. 10. 

Wir können nun zum Schluss unsere Hauptergebnisse 
bezüglich der Lissajous - Curven, resp. ihrer Singularitäten 
in einer Tabelle niederlegen, wobei wir in der 8. Columne 
die entsprechenden Singularitäten der ausgearteten Curven 
ohne specielle Ableitung angeben. 
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